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Введение
Тонкопленочные покрытия получили широкое применение в совре-
менной микроэлектронике и оптике. Такого рода материалы используются
при производстве полупроводниковых лазеров, тонкопленочных транзисто-
ров, жидкокристаллических дисплеев, волоконно-оптических датчиков и
микроэлектромеханических систем [1]. Комбинируя материалы и струк-
турные элементы на наноскопическом уровне, можно создавать приборы
с уникальными оптическими, электрическими и магнитными свойствами.
Пленочные покрытия могут служить в качестве защиты от термических,
химических, радиационных и механических воздействий [2]. Но несмотря
на значительный успех использования тонких пленок на практике, суще-
ствует ряд проблем, связанных, в первую очередь, с их производством.
Так, при создании и последующей термической либо химической обработке
на свободных и межфазных поверхностях пленки могут образовываться
наноразмерные канавки и трещинообразные впадины [3, 4, 5]. Изменение
формы пленки приводит к ее микроструктурным изменениям и дальнейше-
му отслоению либо растрескиванию. Таким образом, появление топологиче-
ских дефектов на внешних и внутренних поверхностях пленок непременно
приводит к ухудшению их свойств и снижению срока службы приборов,
созданных на их основе. С другой стороны, процесс образования топологи-
ческих особенностей может быть использован для создания наноструктур с
уникальными физико-механическими свойствами таких, как нанотрубки,
квантовые нити и точки [6, 7, 8, 9]. В связи с этим возникает необходимость
исследования процесса образования наноразмерных структур на межфазной
поверхности композитных материалов и изучения влияния этих структур
на физико-механическое поведение всего твердого тела.
Стоит отметить, что в настоящее время в научной мировой практике
накоплен богатый материал по изучению механических свойств тонкопленоч-
ных покрытий. Были предложены методы по оценке эффективных свойств,
устойчивости, разрушения и накопления повреждений. Исследованы особен-
ности деформации и прочности элементов, созданных на основе однослойных
и многослойных пленок. Принципиальные результаты при разработке соот-
ветствующих математических моделей связаны с именами таких ученых, как
Р.Р. Балохонов, Р.В. Гольдштейн, М.А. Греков, М.Ю. Гуткин, Н.Ф. Морозов,
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Рис. 1. Образование дислокаций вблизи межфазного интерфейса тонко-
пленочного покрытия [2]
Рис. 2. Отслоение пленки от подложки [3]
И.А. Овидько, А.В. Панин, В.Е. Панин, А.Е. Романов, Ю.З. Повстенко,
Я.С. Подстригач, П.Е. Товстик, А.Б. Фрейдин, R.C. Cammarata, A.G. Evans,
L.B. Freund, X. Feng, H. Gao, Y. Huang, J.W. Hutchinson, F. Jonsdottir,
W.D. Nix, A.J. Rosakis, B.J. Spencer, D.J. Srolovitz, G.G. Stoney S. Suresh,
J.J Vlassak и многих других [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 3, 5, 7].
В последние несколько десятилетий данное направление получило
существенное развитие в связи с необходимостью создания моделей для
прогноза свойств наноразмерных пленочных покрытий. Хорошо известно,
что механические свойства материалов с наноструктурой не поддаются
прогнозированию с помощью классических моделей, так как в эти модели
не заложены параметры, связанные с влиянием поверхностной энергии.
Однако, с уменьшением размеров деформируемых тел до нанометрового
диапазона доля приповерхностных атомов увеличивается, и они начина-
ют оказывать заметное влияние на упругое поведение всего тела. Этот
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Рис. 3. Использование токих пленок в гибкой электронике [1]
эффект был подтвержден многочисленными экспериментальными работа-
ми А.Д. Коротаева, В.Ю. Мошкова, С.В. Овчинникова, Ю.П. Пинжина,
В.М. Савостикова, А.Н. Тюменцева, S.E. Bobbin, M. Brink, R.C. Cammarata,
J. Cao, M.J. Casavant, D.T. Colbert, S. Cuenot, H. Dai, S. Demoustier-
Champagne, H.L. Duan, L.M. Erickson, A. Fartash, C. Frétigny, E.E. Fullerton,
M. Grimsditch, M. Hernández-Vélez, G.Y. Jing, M. Knobel, S. Kumar, Y.D. Li,
J. Liu, P.L. McEuen, E.D. Minot, D. Navas, B. Nysten, J.Y. Park, K.R. Pirota,
V. Sazonova, I.K. Schuller, R.E. Smalley, A. Smith, E.L. Silva, X.M. Sun,
M. Vázquez, J.W. Wagner, D.A. Walters, J.X. Wang, Q. Wang, J. Xu, K.Y. Yaish,
D.P. Yu, D. Zanchet, Z.S. Zhang и др. [18, 19, 20, 21, 16].
Расчеты на основе метода молекулярной динамики, проведенные в
исследованиях И.Ф. Головнева, Е.И. Головневой, А.М. Игошкин, Л.А. Мер-
жиевского, В.Ф. Фомина, M.J. Buehler, A. Hartmaier, H. Gao, H. Gleiter,
R.E. Miller, A.K. Mukherjee, S.R. Phillpot, V.B. Shenoy, D. Wolf, V. Yamakov,
H. Yao и др. [22, 23, 24, 25, 26], позволили развить подход, в рамках которого
деформируемое твердое тело рассматривается в качестве многоуровневой
системы, где поверхностные слои являются отдельными подсистемами, обла-
дающими физическими и механическими свойствами отличными от основ-
ного материала объемной части. Решению соответствующих краевых задач
теории упругости, сформулированных на основе вышеописанного подхода,
посвящены работы таких ученых, как П.А. Белов, Р.В. Гольдштейн, В.А. Го-
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Рис. 4. Создание наноструктур на поверхности пленки [9]
родцов, М.А. Греков, М.Ю. Гуткин, В.А. Еремеев, А. Землянновой, Л.П. Ле-
бедев, С.А. Лурье, Л. Назаренко, Н.Ф. Морозов, А.В. Панин, В.Е. Панин,
Ю.З. Повстенко, Я.С. Подстригач, Ю.О. Соляев, К.Б. Устинов, H. Altenbach,
M.E. Gurtin, A.I. Murdoch, H.L. Duan, J. Wang, Z.P. Huang, B.P. Karihaloo,
L. Tian, R.K.N.D. Rajapakse, P. Sharma, S. Ganti, H.K. Stolarski, S.L. Crouch,
P. Schiavone, C.-Q. Ru, Y. Benveniste, T. Miloh, D.J. Steigmann, R.W. Ogden
и многих других [27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 7, 11]. При этом для описания
для описания поверхностной либо межфазной упругости используются раз-
личные определяющие соотношения, дополняющий обычный закон Гука
для объемной фазы.
Одной из самых распространненых на данный момент моделей, поз-
воляющих описывать деформацию поверхностных и межфазных слоев, а
следовательно и учитывать влияние поверхностной/межфазной энергии,
является модель поверхностной упругости Гертина–Мердока [31, 32]. Припо-
верхностный слой в рамках представленной модели представляется в виде
упругой мембраны, которая когерентно связана с основным материалом.
Таким образом, полные смещения поверхности совпадают с полными сме-
щениями прилегающей объемной части. При этом полные поверхностные
деформации связываются с полными смещениями по обычным формулам,
используемым в классической теории упругости. Для связи компонент тен-
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зора поверхностных напряжений с компонентами тензора поверхностных
деформаций вводятся определяющие соотношения аналогичные тем, что
используются в законе Гука, однако, поверхностные упругие константы
и напряжения имеют размерность Н/м. Также в определяющих соотно-
шениях учитываются остаточные напряжения, которые возникают при
формировании поверхности. Стоит отметить, что в некоторых работах чле-
ны определяющих соотношений, соответсвующие остаточным напряжениям,
отбрасываются в предположении их малости [33, 34, 35]. В представленной
работе они также не учитываются. В качестве уравнений, описывающих
механическое равновесие поверхности, используются уравнения обобщен-
ного закона Лапласа–Юнга, которые определяют скачок напряжений при
переходе от объемной к поверхностной фазе, обусловленный действием по-
верхностных напряжений. В целом, подобный подход показал свою эффек-
тивность при решении широкого круга задач, связанных с моделированием
и прогнозированием механических свойств материалов с наноструктурой
в виде нановключений, нанопор, нанопроволок, нанотрубок, нановолокон,
нанопленок и т.п. [36, 37, 38, 11].
Заметим, что большинство вышеупомянутых исследований были огра-
ничены идеальной формой рассматриваемых свободных и межфазных по-
верхностей. Однако, как уже было отмечено, стоит принять во внимание
тот факт, что при определенных условиях поверхностные атомные слои
являются термодинамически неустойчивыми к зарождению и росту топо-
логических дефектов. Это, в первую очередь, связано с изменениями на
атомном уровне в результате механического, радиационного, термического
или химического воздействия при производстве, обработке и эксплуатации
наноматериалов [39, 40, 41]. Таким образом, одним из важнейших направ-
лений в рамках указанной проблемы является разработка теоретических
подходов, позволяющих исследовать влияние размеров и формы таких де-
фектов на механическое поведение наноматериала. Представленная работа
является дальнейшим продолжением исследований [42, 43, 44, 45, 12, 13], свя-
занных с разработкой теоретических моделей для изучения напряженного
состояния вблизи искривленных внутренних и внешних границ твердых тел
и тонкопленочных покрытий. Здесь, с использованием определяющих соот-
ношений Гертина–Мердока и подхода к решению соответствующей краевой
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задачи, предложенного в работе [43] на основе комплексных потенциалов и
метода малого параметра, проанализировано поведение окружных напряже-
ний вдоль межфазного рельефа синусоидальной формы. Проведен анализ
сходимости полученного асимптотического решения, при этом результаты
расчета сравниваются с аналогичными результатами, полученными методом
конечных элементов.
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Глава 1. Постановка задачи
Рассматривается изотропное двухкомпонентное твердое тело в усло-
виях плоской деформации. Сформулируем краевую задачу для бесконеч-
ной двухкомпонентной плоскости комплексного переменного z = x1 + ix2.
Область межфазного интерфейса отличается по упругим свойствам от
объемных материалов и согласно теории поверхностной упругости Гертина-
Мёрдока [31] представляет собой пренебрежимо тонкий слой Γ прилегающий
к объемным фазам Ω1 и Ω2 без скольжения.
Γ = {z : z ≡ ζ = x1 + iεf(x1)}, (1)
Ω1 = {z : x2 > εf(x1)}, Ω2 = {z : x2 < εf(x1)}. (2)
Здесь непрерывная переодическая функция f(x1) с периодом a опре-
деляет форму интерфейса и удовлетворяет условиям max |f(x1)| = a,
|εf ′(x1)| < 1, 0 < ε 1.
Рис. 5. Модель двухкомпонентного материала с искривленным рельефом
на межфазной границе
Согласно упрощенной модели Гертина-Мёрдока, в которой не учиты-
вается влияние остаточноых напряжений, упругое поведение интерфейса
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выражается следующим соотношением [31]:
τ(ζ) ≡ σstt(ζ) = (λs + 2µs)εstt(ζ), ζ ∈ Γ, (3)
где εstt и σstt это компонеты тензора поверхностных напряжений и деформа-
ций, λs и µs — модули поверхностной упругости, аналогичные параметрам
Ламе.
Закон Гука для объемных тел в терминах плоской деформации может
быть записан в следующем виде:
σnn(z) = (λj + 2µj)εnn(z) + λjεtt(z),
σtt(z) = (λj + 2µj)εtt(z) + λjεnn(z),
σnt(z) = 2µjεnt(z), z ∈ Ωj, j = {1, 2},
(4)
где σnn, σtt, σnt и εnn, εtt, εnt — компоненты тензора объемных напряжений
и деформаций, соответственно, определенные в локальной прямоугольной
системе координат (n, t), где нормаль n направлена перпиндикулярно Γ, λj
и µj — коэффициенты Ламе для фазы Ωj.
Условие механического равновесия на интерфейсе описывается в тер-
минах обобщенного закона Юнга-Лапласа [46]:
∆σ(ζ) = σ+(ζ)− σ−(ζ) = −κ(x1)τ(ζ) + i
1
h(x1)
dτ(ζ)
dx1
≡ ts(ζ), ζ ∈ Γ, (5)
где σ±(ζ) = lim
z→ζ±i0
σ(z), σ = σnn + iσnt; h и κ - метрический коэффициент и
кривизна интерфейса, соответственно.
На бесконечности напряжения σkl (k, l = {1, 2}) и угол поворота ω
определяются следующим образом:
lim
x2→±∞
σ22 = lim
x2→±∞
σ12 = lim
x2→±∞
ω = 0, lim
x2→±∞
σ11 = Tj, j = {1, 2}. (6)
Предполагается, что интерфейс и объемные материалы когерентны, и
скачок перемещения принимается равным нулю:
∆u(ζ) = u+(ζ)− u−(ζ) = 0, ζ ∈ Γ, (7)
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где u±(ζ) = lim
z→ζ±i0
, u = u1 + iu2, u1 и u2 - перемещения вдоль осей x1 и x2
Глава 2. Метод возмущений
В соответствии с подходом Мусхелишвили [47], напряженно-деформи-
рованное состояние двухкомпонентной плоскости Ω1 ∪ Ω2 можно выразить
через комплексные потенциалы Гурса-Колосова Φj и Υj [48, 49]:
G(z, ηj) = ηjΦj(z) + Φj(z)− (Υj(z) + Φj(z)− (z − z)Φ
′
j(z))e
−2iα, (8)
z ∈ Ωj, j = {1, 2},
где α это угол между осями t и x1, горизонтальная черта означает ком-
плексное сопряжение, штрих означает производную по отношению к ар-
гументу. Функция G(z, µj) равна σ(z) для η = 1 и равна −2µj
du
dz
при
µj = −κj = 3− 4νj, νj – коэффициент Пуассона фазы Ωj. При этом:
lim
|x2|→±∞
Υj(z) = lim
|x2|→±∞
Φj(z) =
Tj
4
, j = {1, 2}.
где T1 =
µ1(κ2 + 1)
µ2(κ1 + 1)
T2.
Переходя к пределу в (8) при z → ζ ± i0 при α = α0 и учитывая
краевые условия (5) и (7), получим:
m1Υ
+
2 (ζ) +m2η1Φ
+
1 (ζ)−m2Υ−1 (ζ)−m1η2Φ−2 (ζ)−
−2iεf(x1)(m1Φ−
′
2 (ζ)−m2Φ+
′
1 (ζ))−
− 2iεf
′
(x1)
1 + εf ′(x1)
[m1Υ
+
2 (ζ)−m2Φ+1 (ζ)−m2Υ−1 (ζ) +m1Φ−2 (ζ)−
−2i(x1)(m1Φ−
′
2 (ζ)−m2Φ+
′
1 (ζ)] = ∆, ζ ∈ Γ,
(9)
где Φ±j (ζ) = lim
z→ζ±i0
Φj(z),Υ
±
j (ζ) = lim
z→ζ±i0
Υj(z). Уравнение (9) учитывает
краевые условия (5), когда mk = ηk = 1, ∆ = ts(η), и условия (7), когда
mk = µk, ηk = −κk, ∆ = 0.
В случае криволинейного интерфейса ζ 6= ζ, поэтому, к сожалению,
невозможно получить точное решение (9) в виде явных выражений. Для
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получения функций Φj и Υj в виде асимптотических разложений исполь-
зуется метод возмущений [43]. Согласно этому методу, решение (9) может
быть получено в виде ряда по малому параметру ε:
Ψ(z) =
∞∑
n=0
εn
n!
Ψn(z), τ(ζ) =
∞∑
n=0
εn
n!
τn(ζ), (10)
где Ψ — любая из функций Φj и Υj. Предельные значения Φjn,Υjn и τ
разложим в ряд Тейлора в окрестности x2 = 0, рассматривая x1 в качестве
параметра:
Ξ(ζ) =
∞∑
m=0
[iεf(x1)]
m
m!
Ξ(m)(x1) (11)
где Ξ — любая из функций τ,Φ±jn и Υ
±
jn.
Также запишем следующие разложения в ряды для e−2iα0, κ(x1) и
h−1(x1):
e−2iα0 = 1 + 2
∞∑
m=0
(−iεf ′(x1))m+1,
κ(x1) = εf
′′
(x1)[1 +
∞∑
m=1
(−1)m
m!
(2m− 1)!!
2m
(εf
′
(x1))
2m],
h−1(x1) =
∞∑
m=0
(−1)m
m!
(2m+ 1)!
2m
(εf
′
(x1))
2m.
(12)
Подставляя (10) - (12) в (9) и приравнивая коэффициенты при сте-
пенях εn, n = {0, 1, ...}, мы приходим к последовательности краевых задач
Римана-Гильберта:
m1Υ
+
2n(ζ) +m2η1Φ
+
1n(ζ)−m2Υ−1n(ζ)−m1η2Φ−2n(ζ) = Hn(x1) +Zn(x1), (13)
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решения которых могут быть записаны в следующем виде [43]:Φ1n(z) = −Υ2n(z) + Σn(z) +O1n, Imz > 0,Φ1n(z) = −Φ2n(z) + Σn(z) +O1n, Imz < 0,

Υ2n(z) =
µ2κ1Σn(z) + Vn(z)
µ1 + µ2κ1
+O2n, Imz > 0,
Φ2n(z) =
µ2Σn(z) + Vn(z)
µ2 + µ1κ2
+O2n, Imz < 0,
(14)
где
Σn(z) =
1
2πi
∫ ∞
−∞
iτ
′
n(t)
z − t
dt+
1
2πi
∫ ∞
−∞
H1n(t) + Z
kn
n (t)
z − t
dt,
Vn(z) =
1
2πi
∫ ∞
−∞
H2n(t)
z − t
dt,
H1n = Hn когда mk = ηk = 1, H
2
n = Hn когда mk = µk, ηk = κk;
Oj0 = Tj/4, O
j
n = 0, j, k = 1, 2, j 6= k, n = {1, 2, ...},
H0(x1) = 0,
Hn(x1) = −
n−1∑
m=0
n!
m!
((if)k
k!
[
(−1)k
(
m1Υ
+(k)
2m −m2Υ
−(k)
1m
)
+
+m2η1Φ
+(k)
1m (x1)−m1η2Φ
+(k)
2m (x1)− 2(−1)k−1k
(
m1Φ
−(k)
2m (x1)−m2Φ
+(k)
1m (x1)
)]
−
− 2(−1)k−1
k∑
j=1
(if)k−j
(k − j)!
(if ′)j
[
m1Υ
+(k−j)
2m (x1)−m2Υ
−(k−j)
1m (x1)+
+ (2k − 2j + 1)
(
m1Φ
−(k−j)
2m −m2Φ
+(k−j)
1m
)])
,
Zn(x1) = −iτ
′
n(x1)− Zknn (x1) когда mp = ηp = 1,
Zn(x1) = 0 когда mp = µp, ηp = κp, p = {1, 2},
Zkn0 (x1) = 0,
Zknn (x1) = −
n∑
m=0
n!
m!k!
(C1mRj − iC2mQj), n = {1, 2...}, k = n−m,
C10 = τ0(x1), C
2
0 = τ
′
0(x1),
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C1m =
m∑
l=1
m!(if)l
l!(m− l)!
τ
(l)
m−l(x1), C
2
m =
m∑
l=1
m!(if)l
l!(m− l)!
τ
(l+1)
m−l (x1),
R2l+1 =
(−1)l(2l + 1)!(2l + 1)!!
l!2l
(f ′(x1))
2lf ′′(x1), R2l = 0,
Q0 = 1, H2l =
(−1)l(2l)!(2l − 1)!!
l!2l
(f ′(x1))
2l, Q2l+1 = 0, l = {1, 2, ...}.
Далее, из (4) и (7) получим:
τ(ζ) =
λs + 2µs
4µ(λ+ µ)
[(λ+ 2µ)σtt(ζ)− λσnn(ζ)], ζ ∈ Γ. (15)
Из (8) следует:
σnn(z) + iσnt(z) = Φj(z) + Φj(z)− (Υj(z) + ΦJ(z)− (z − z)Φ
′
j(z))e
−2iα,
σtt(z) + σnn(z) = 4ReΦj(z), z ∈ Ωj, j = {1, 2}. (16)
Переходя в (16) к пределу z =→ ζ−i0 при α = {α0, α0+ π2} и учитывая
разложения (10) - (12), из (15) получим связь неизвестной функции τn с
комплексными потенциалами n-го приближения:
τn(x1) = MRe[κ2Φ−2n(x1) + Υ+2n(x1)] +Wn(x1), (17)
где
M = (λs + 2µs)/2µ2
W0(x1) = 0
Wn(x1) = MRe
(n−1∑
m=0
n!
m!
[(if)k
k!
(κ2Φ(k)2m(x1)+
+ (−1)kΥ(2mk)(x1) + 2(−1)kkΦ
(k)
2m(x1))−
+ 2(−1)k
k∑
j=1
(if)k−j
(k − j)!
(if ′)j(Υ
(k−j)
2m (x1) + (2k − 2j + 1)Φ
(k−j)
2m (x1)
])
−
− n!
n−1∑
m=0
(−1)kf 2k
m!(2k)!
τ (2k)m , n = {1, 2, ...}, k = n−m.
Используя формулы Сохоцкого-Племеля для предельных значений
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интегралов типа Коши [47], из (17) получим следующее гиперсингулярное
уравнение относительно τ ′n (n = 0, 1, ...):
τ
′
n(x1)−
MK1
2π
∫ ∞
−∞
τ
′
n(t)
(t− x1)2
dt = Fn(x1), (18)
где
Fn(x1) = MRe
[K2
2
(H1
′
n (x1) + Z
kn′
n (x1))
+
K1
2πi
−∞∫
∞
H1n(t) + Z
kn
n (t)
(z − t)2
dt+
K3
2
H2
′
n (x1) +
K4
2πi
−∞∫
∞
H2n(t)
(z − t)2
dt
]
+W
′
n(x1),
иK1 =
κ1
(r + κ1)
+
κ2
(1 + rκ2)
, K2 =
κ1
(r + κ1)
− κ2
(1 + rκ2)
, K3 =
1
(µ1 + µ2κ1)
+
+
κ2
(µ2 + µ1κ2)
, K4 =
1
(µ1 + µ2κ1)
− κ2
(µ2 + µ1κ2)
, r =
µ1
µ2
.
В силу периодичности функции f(x1), решение уравнения (18) ищется
в виде ряда Фурье.
В случае нулевого приближения F0 = 0, и мы приходим к однородному
уравнению (18), которое имеет только тривиальное решение τ ′(0)(x1) = 0,
соответствующее материалу с прямолинейной межфазной границей. Тогда
напряженное состояние описывается следующим образом:
Φj(0)(z) = Υj(0)(z) = Tj/4, τ(0)(x1) =
M(κ + 1)T2
8µ2
,
σ11(0)(z) = Tj, T1 =
µ1(κ2 + 1)
µ2(κ1 + 1)
T2, z ∈ Ωj, j = {1, 2}.
Неоднородное уравнение (18) (т.е. n > 0) будем решать, используя
свойства интеграла типа Коши. Неизвестную функцию τn(x1) представим в
виде ряда с неизвестными коэффициентами Ank и Bnk:
τn(x1) =
∞∑
k=0
(Ank cos (bkx1) +Bnk sin (bkx1)), bk = 2πk/a. (19)
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Функцию f(x1) также разложим в ряд Фурье:
f(x1) =
∞∑
k=1
Dk cos (bkx1), Dk =
2
a
a/2∫
−a/2
f(x1) cos (bkx1)dx1. (20)
Подставляя выражения (19) и (20) в (18), приходим к системе линейных
алгебраических уравнений (СЛАУ) относительно коэффициентов Ank и
Bnk. Здесь мы не приводим выражений в явном виде в силу их громоздко-
сти. Подставляя найденные коэффициенты в (19), а после – в (14) и (10),
приходим к определению комплексных потенциалов. На основе найденных
функций Φj и Υj можно определить компоненты тензора напряжений из
(16). В следующих главах полученное решение будет поранализировано в
зависимости от физических и геометрических параметров задачи, а также
исследовано на сходимость.
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Глава 3. Численные результаты
На рис. 6-8 показано распределение окружных напряжений σtt в слу-
чае различных порядков асимптотического приближения (10)–(11) n =
1, 2, 3, 4, 5, 6. Форма искривления поверхности задается функцией f(x1) =
−a cos(2πa/x1), в рамках данного исследования полагаем a = 10 нм и
ν1 = ν2. В качестве нижнего материала рассматривается алюминий с па-
раметрами Ламе λ2 = 58,17ГПа и µ2 = 26,13ГПа. Свойства межфазного
интерфейса определены константами λs = 6,851Н/м, µs = −0,376Н/м [26].
Характеристики верхнего материала определяются посредством параметра
r = µ1/µ2. В случае r = 0 решение соответствует однофазному твердому
телу [44].
Рис. 6. Распределение окружных напряжений τn вдоль искривленной
свободной поверхности при r = 0 и ε = 0.1.
Из графиков видно, что для определения максимальных окружных
напряжений (x1 = 0) в случае заданных параметров необходимо учесть
как минимум второе приближение, которое существенно увеличит точность.
Так, при r = 0.1 относительная разница между первым и вторым приближе-
нием составляет 20%. Однако, уже при рассмотрении четвертого и пятого
приближения разница сокращается до 2.6%. C увеличением r скорость
сходимости увеличивается.
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Рис. 7. Распределение окружных напряжений τn вдоль искривленной
межфазной поверхности при r = 0.1 и ε = 0.1.
Рис. 8. Распределение окружных напряжений τn вдоль искривленной
межфазной поверхности при r = 0.3 и ε = 0.1.
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Глава 4. Метод конечных элементов
В данной главе приводится решение, полученное с использованием
метода конечных элементов (МКЭ). МКЭ это численный метод, широко
используемый для решения задач механики твердого тела, гидродинамики,
термодинамики и других задач математической физики. Согласно этому
методу, область, в которой ищется решение краевой задачи, разбивается
на конечное количество подобластей, называемых элементами. В пределах
каждого элемента решение приближенно представляется в виде многочлена.
Коэффициенты этого многочлена выражают через заранее неизвестные
значения искомой функции узловых точках рассматриваемого элемента.
Объединив отдельные элементы в сетку, удается выразить искомое решение
через узловые параметры, которые затем находят, используя интегральную
формулировку задачи. Таким образом, задача также сводится к решению
СЛАУ [51, 52].
Для удобства использования метода были разработаны множестно
программных комплексов. В данной работе используется программный
пакет Ansys. Эта система конечно-элементного анализа широко применяется
в сфере инженерных расчётов, решения линейных и нелинейных задач
механики твёрдого тела, задач механики жидкости и газа, теплопередачи и
теплообмена, электродинамики и акустики [53].
В соответствии с подходом, предложенном в работе [30], рассматри-
вается область конечных размеров с симметричными граничными усло-
виями. При этом для объемных фаз используются 4-х узловые элементы
PLANE182 (рис. 9). Для моделирования межфазной границы используются
2-х узловые стрежневые элементы LINK180 (рис. 10) с единочной площадью
поперечного сечения A и модулем упругости Es = (λs + 2µs)/A . Схема
конечно-элементной модели представлена на рис. 12.
Численное решение получим, используя те же константы, которые
использовались в главе 3. При размеры элемента выбираются с учетом внут-
ренней сходимости рассматриваемой модели. На рис. 13 представлена зави-
симость коэффициента концентрации напряжений от значений параметра ε.
На графике вместе с результатами МКЭ показаны результаты численного
решения методом возмущений для различных порядков асимптотического
приближения. Видно, что при увеличении параметра ε, характеризующего
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Рис. 9. Геометрия элемента PLANE182
Рис. 10. Геометрия элемента LINK180
отношение амплитуды к длине волны, точность решения метода возмуще-
ний снижается и возникает необходимость рассматривать более высокий
порядок приближений. Как уже отмечалось, при ε = 0.1 разница между
первым и вторым приближением составляет 20%, а между 4 и 5 приближе-
ниями составляет 2, 6%. При том же значении ε отклонение решения МКЭ
по сравнению с 5 приближением метода возмущений составляет порядка
16%.
На рис. 14 показана зависимость коэффициента концентрации нар-
пряжений от параметра жесткости r при фиксированном ε = 0.1. Не трудно
заметить, что при увеличении параметра r сходимость метода возмущений
улучшается. Так при r = 0.1 разница между первым и вторым приближе-
ниями составляет 23%, между четвертым и пятым приближением – 4%.
При r = 0.9 нелинейные члены ряда уже не вносят такой существенный
вклад: разница между первым и вторым приближением составляет всего 4%.
Разница между решением МКЭ и пятым приближением метода возмущений
по мере роcта r снижается от 18% до 3%.
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Рис. 11. Схема конечноэлементной модели
Рис. 12. Фрагмент конечноэлементной сетки вблизи межфазной границы
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Рис. 13. Зависимость коэффициента концентрации напряжений от зна-
чений параметра ε при r = 0.1. Кривые линии соответствуют 1-6 прибли-
жениям метода возмущений, звездами помечены значения, полученные с
помощью МКЭ
Рис. 14. Зависимость коэффициента концентрации от значений параметра
r при ε = 0.1. Кривые линии соответствуют 1-6 приближениям метода
возмущений, звездами помечены значения, полученные с помощью МКЭ
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Заключение
В представленной работе была рассмотрена континуальная модель
двухкомпонентного материала с наноразмерными топологическими дефек-
тами межфазной границы. На основе определяющих Гертина-Мердока и
плоской теории упругости была сформулирована и решена соответсвующая
краевая задача. С использованием комплексных потенциалов и метода ма-
лого параметра исследовано распределение окружных напряжений вдоль
межфазного рельефа синусоидальной формы, а также зависимость ко-
эффициента концентрации напряжений от геометрических и физических
параметров задачи. Проведен анализ сходимости полученного асимптотиче-
ского решения, при этом результаты расчета сравнивались с аналогичными
результатами, полученными методом конечных элементов. Было показано,
что сходимость представленного решения зависит от отношения амплитуды
к длине волны возмущения ε = A/a, а также относительной жесткости рас-
сматриваемой двухфазной системы r = µ1/µ2. С увеличением параметра ε
необходимо учитывать большее количество членов ряда в асимптотическом
разложении. Увеличение параметра r от 0 до 1 приводит к противополож-
ному эффекту.
Полученные результаты помогут в дальнейшем более точно оцени-
вать напряженное состояние слоистых нанокомпозитов с искривленными
межфазными границами, что довольно актуально при разработке и ис-
пользовании устройств микро- и оптоэлектроники. В качестве дальнейшего
продолжения начатых исследований имеет смысл рассмотреть влияние
формы рельефа. Такое исследование существенно расширит область при-
менения представленного в работе метода, так как поверхность твердого
тела, подвержанная электрическому, химическому либо термическому воз-
действия, может менять свою форму от слабого возмущения до острых
трещинообразных впадин.
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